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1.THEOREME DES PUISSANCESVIRTUELLES POUR UN
SOLIDE ELASTIQUE

-Solide éastiquelinéaire
-Petits mouvements autour d’'une position d’équilibre
-Lesforces sont répartiesalafrontiere
théoreme destravaux(puissances) virtuelles
S w est un champ cinématiquement admissible:
-dU+ dWext=0

ST (5 (U) e AV = - 0, w)dV + xf, w)aV + ofe, W)
wW W Tw

On discrétise les déplacements(r éels et virtuels) suivant un nombrefini
de:

-fonctions de base Wi,

-associées a un vecteur g; de coor donnees géenér alisees
(dlémentsfinis,déformées hypothétiques,ou expéerimentales.....)



1.THEOREME DES PUISSANCESVIRTUELLES POUR UN
SOLIDE ELASTIQUE

ST (5 (U) e AV = - 0, w)dV + &xf, w)aV + oxfe,w)dS
W W W

o0 =1 =& w0 =,

J=1

™ B
oY Y ey e’

QTrs(wa) &w;q))aV = - wg, wiq )dV+¢f,,w,q )aV + ¢ffs, w, g )
W W w



1.THEOREME DES PUISSANCESVIRTUELLES POUR UN
SOLIDE ELASTIQUE

QTr(s(wia;)ew,q))dV = ¢§- w;d;, w, g JaV + ¢ff,,w,q )aV + cffs, w; g )ds
W W w

O
D> (D> (D> (D

OTrs (W) &w,)dV



1.THEOREME DES PUISSANCESVIRTUELLES POUR UN
SOLIDE ELASTIQUE

Second membre:

F = dfv,w )av + dfs,w )dSt

. Lamoddisation en déments finisreporte donc lesforces
extérieures éventuellement réparties dans le volume ou ala surface
du solide en un ensemble de for ces equivalentes associees aux
coor données géenér alisees g

On appligue quelquefoisdirectement les forces aux noauds du
maillage



2.PRINCIPE DE HAMILTON

A voir dansle poly



3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

| ntégrale volumique(3D),linéique(poutr €),sur facique(plaque,coqué



3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Application 1 :barreen
traction -compression

(=00 1)+ | =00+ 09,

ouw(x):(l- i‘) et w,(X) :i‘

—qu




3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Application 1:barreen
traction -compression A,

U() = (1- ?) +oQ|5 =W, (X) + oW, (X),

001 W,(X) = (1- Ii),et W, (X) :TX (%)

|=atrice derigiditél

ES eell( 1) 1
U= 0, e, (Wy)eyn(w,) Xe
201 ]el( 2)u1 . Z]gqud
Qaelaae 10 &l (e 10U

T T G
L L L L L
(=E @ a@x ﬂ eL @ %
Oeaé.aae 10 aé.aaé.oux

L g Ly éLgLgH




3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Applicationl :barreen traction -compresssion

Ex:Combien de modes peut-on calculer avec un éément:

Pour une poutreencastee-libre? :

Pour une poutrelibrelibre? :



3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Application 2 :poutreen 2%

flexion(Euler-Bernoulli)

éuty |
&y 14
o= 8- U09 =[wi (.09 w09 w, (9] a=] W) g
&€ LU
ov’a | Matrice de masse:
T ='GM g 6156 22L 54 - 13L0
e 2 2 U
U= 65 T T Tax : 412 13L - 3L2%
20 S W w Jax S 156 -22Lg
M, :Qrwi (x)Wj(X)dV\ Esym 4L §




3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

2R

Application 2 :poutreen
flexion(Euler-Bernoulli)

6utu |
e 1l,J
= €0 4 U0J =[wi(X) s (%) (X)W ()] g =[WI(X)] g
e u
av’g | Matricederigidité
_ 1% aud
U= Bl e 38 ¢12 6L -12 6L -

2 2 U
5 A% -6l 2 0 W
é 12 - 6LU—| ug
é 2 U
&ym A7 - W

r‘m

K=EIQ W] W] dx <=



3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Application 2 :poutreen
flexion(Euler-Bernoulli)

2/\
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L u(x) = [w,(x), w,(x), w;(x),w,(x)]q=[w(x)]q]

-12 6L - U
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3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Application:poutre en flexion(Euler-Ber noulli)
6156 22L 54 -13Ly
° 42 13 -3y
156 - 22L0
412 §

el?2 6L

-12 6L U= u
a° -6L 2% G- w

12 -6L0~
42 w2

e
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| m

é
é
é
é
Esy

é
é
é
é
eSym m

Matrice derigidité Matrice de masse:

Exemples: calcul du premier
mode propre en flexion
d'une poutr e encastr ée,




3S.MATRICESDE MASSE ET RIGIDITE

Et pour une structure complexe ( assemblage
de structures simples-édémentsfinis) ?

Les mémesreglesd 'assemblage
s’appliguent pour lesmatricesde
masse et derigiditée



4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.1.Barreen traction-compression.

4.1.1Mise en equations(rappel) S1u1
. 2
............................................... T egfuo_ YU
X e Xg Tt
_________________ ==

dZU(X) +rWPU(X) =0

s k=w| U(x) = A coskx) + Bsin(kx)



4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.1.2 Barreen traction-compression:
parre encastrée-libre et approximation par élémentsfinis

----------------

X, k= W\/; U(x) = A cos(kx) +Bsin(kx)

u(x=0)=0, soit A=0
s,,(x=L)=0, soit BkcoskL)=0




4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.1.2 Barreen traction-compression:
parre encastrée-libre et approximation par élémentsfinis

X, e .mé2 1lu ESé1l - 1luueq,u éF 1
] o ew —e  ut—é ue 1= e |
o & 66l 20 L &1 1ggéa.a ek
_ 3E
rL?’
E
=2.46 —;
rL




4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.2 Poutre en flexion.
4.2.1.Mise en équations-CL

u(x,t) ‘H“u ﬂ2u
ﬂx4 (X,t) +I‘SF(X,'[) =0

El




4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.2.2 Poutre en flexion ssmplement appuyée

CL:
U(0) =0, M (0)=0
U(L =0, M(L)=0




4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.2.2 Poutre en flexion simplement appuyée: approximation EF
A 1 élément poutre de longueur L

Conditionslimites:
u(0)=ul=0, u(L)=u?=0
| nconnues: r otationsw?! w2

420§ 3L 4%



4.VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.2.3 Poutreen flexion:autres CL : Poutre encastreelibre
A X

b
u(x)

Modele 1 dément fini: pale ou mat
Conditions aux limites: u(0)=u!=0,du/ds(0)= w'=0
Inconnues; u(L)=u2,du/ds(L )= w?



4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.2.3 Poutre en flexion:autres CL :Poutre encastr éelibre
-12 6L 0= u

2

6L 217 oo wh

54 - 13L1{
13L - 3.2}

12 -6l
4|_2 l’J_I W§

156




4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.2.3 Poutre en flexion:autres CL :Poutre encastr éelibre

x | mél1se -22Liéu’0 EIé12 - 6LUEUAU

+
208 2L 42 &l P& el 4Bl

C)C\

u(x) Solutions:;

El W2 =12113
roL* r SL

=12,47

Solutions" exactes' systeme continu

/;\
A
'\ii
V|
Vi
\
\
|
|
|
I
|

vvf —1236 El : EI
r SL

Seulela premiere FP est bien approximée, AVEC 1 ELEMENT!




4VIBRATION DESSYSTEMES CONTINUS:
PERFORMANCESDESELEMENTSFINIS

4.3 Poutre en flexion/excitation spatiale variable dansle temps

o|dée:

projeter sur les modes propres, comme en
dimension finie

Qutil:

Théoreme des puissances virtuelles(TPV)
*Pourquol ¢ca marche:

L es modes propres sont orthogonaux par
rapport aux opérateurs (quel'on va définir) de
masse et rigidité:découplage des equations



4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps.
Opérateursde masse et rigidite

Définition des opérateurs de masse et rigidité

T*u T%u

El X (x,t)+rS 02

(x,t) =1(x,1)

TTV:f(x,t)=0 | Ly dfU(X) Lot _
L t)=n (e Q El v v(x)dx - w QF SUWfX)V(X)dX 0
<Vv,KU >-w’<v,MU >=0

Opérateurs

de masse et
rigidite:




4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps.
Opérateursde masse et rigidite

Opeérateursde masse et rigidité:
M et K symétriques et autoadjoints, il existe une base
gui diagonalise ssmultanément M et K

<U_,MU_>=<U_ KU >=0sim? n,
<Un’KUn >:VV§ <Un’IvIUn >:\Nﬁmn



4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps. Répons
Sur_une base modale

7 . . ¥
Développement/proj ection u(x,t) = U (X)q; (t)
dela solution sur les modes =1

$ & _. T°U;(x) 0
a & Sq,(Y)U,(x) +Elq (1) = T(X1)

Application du Théoreme destravaux virtuels,chmp virt. U,(x)

U(x)

S
a g (HeorSU (XU, (x)dx—+ o} (t) El
4600 (0

[<U.Kup]

U, (x)dx% OF (x, DU, (x)olx




4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps. Répons
sur_une base modale

m g (t) +w2q, (t)]= O U, (0F (., n =1.2...

Projection de

| "excitation sur U_:
Mode d'autant plus
excité que:

Forces' spatialement
appropriees’ ala
déformée du mode

Découplage des
modes
(denombrables)




4.3 Poutr e en flexion/excitation variable dansle temps. Réponse
Sur_une base modale

Cas d'une excitation ponctuelle:  f(x,t) =f, d(x- X,),.

m, &, (1) +w2d, ()] = U, (xo)f, (t),n=12.

En transformée de Fourier

m, |- w2 +w2[Q, (jw) = U, (x,)F, (jw)

¥
En redéveloppant: U(x, jw) =a U;(x)Q,(Jw)
i=1



4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps. Répons
Sur_une base modale

U(X’ JVV) :g' Un(X)Un(XO)
|:xo (JW) n=1 mn (\Nﬁ ) VVZ)

H(X,Xg, JW) =

Réponse sur lemode n:

-proportionnellea la déformée du mode n au
Réponse en point d’ observation
frequence: -proportionnellea la déformée du mode n au
FRF: x/x0 point d’excitation

-infinig(!!!) ala fréguence de résonance




4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps. Répons
sur_une base modale

-xemple: Poutre en flexion ssmplement appuyée

U, (Xo)

Exemple:

Réponse dynamique d'un pont
M ais valable pour sollicitation
ponctuelle, harmonique...
Sinon , calculer les modes par
EF et projeter....




4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps. Répons
Sur_une base modale

exemple: Poutre en flexion ssmplement appuyee

X

une excitation en xO:

>| Fonction detransfert:réponseen x a

npx . npx,

¥ U (X)U.(x o ¥ Sn——sn
H(X1X01p):a () (0): L L

Sm, (WP W) rSLTL Bl ap ©

'Sé L g



4.3 Poutre en flexion/excitation variable dansle temps. Répons
sur_une base modale

exem pl e: M Odél es de pOnt 3DView Nomal Shape 2 - 327788 Hz

B G R T T o |

Amp: 0.1, Dwell: 8
Dir xY.2 Fersp: 0




4.4.Généralisation
4.4.1 opérateursde masse et rigidite

< v, Mu >= Q/r (u,v)dV (pour un solide 3D)

Opérateur de masse;

QL r S(u, v)dx poutre

Opérateur derigidité:

Tu(x)

X4

v, K u>= )Tr(s(u).&(v))dV, (pour unsolide3D ) = é El

v(Xx)dx poutre

II,existeuneinfinité <U_,MU_ >=<U_,KU_ >=0d m? n,
dénombrable de modes

orthogonaux par rapport a |[<U,,KU, >=w: <U,,MU, >=w’m,
M et K




4.4.Genéralisation-rEXEMPLES

giss) \
o
[ |
i
il ____J
(e A R
EEEEC

Modes propresd une magquette debatiment



4.4.Géenéralisation-EXEMPLES

Etage Supérieur Cryotechnique ESC-A
. . du lanceur ASE
Etage Supérieur Cryotechnique ESC-A du lanceur ASE Mode longitudinal

Mode de basculement Etude des oscillations de pression dans les ergols
Etude de |a stabilité de I'ESC-A en vol




4.4.Géenéralisation-EXEMPLES

Réservair principal du lanceur ASE

l Oxygene liquide

Hydrogene liguide



4.4.Géenéralisation-EXEMPLES

Réservoir principal du lanceur ASE
Mode de flexion

Etude de la stabilité du lanceur en Vol

Reservoir principal du lanceur ASE
Maode longitudinal

Etude des oscillstions
de pression dans les ergols

11
'




4.4.Géenéralisation-EXEMPLES

Laprojection delareéponse sur les modes, et u(x,t) = é¥ U.(x)q. (1)
I'application du TPV au mode n donne: ’ =

En temporédl:

m,[d, () + w2, (0] = 3,2 (x. 1)U, (x)dS

Excitation ponctuelle




4.4.Géenéralisation-EXEMPLES

.latimbale:un exemple de couplagevibroacoustique

EXxcitation ponctuelle

[dl

(e
+7.5 +15% Pa

-15 -7.5 1]



4.4.Géenéralisation-EXEMPLES

FRF réponse en fréguence

U(X,jW) — g Un(X)Un(XO)

H(X,X,, JW) =

E (W) S m (W +2jwz,w, +W)

Ex FRF d'une caisse de voiture, roue...



ETUDE de CAS

Application:reduction du bruit de roulement destrains

e Le bruit de roulement :
— Développement du modele TWINS (ERRIZUIC) 1990-1995
- Modele quantitatif (2/3dB(A)):

La roue résonne suivant ses
modes propres (1600-
4000Hz) et rayonne dana ce
domaine de fréquences

Des défauts
microscopiques(1-10 mm)
excitent la roue et le ralil

Des ondes/modes sont
génereés dans le rail

Les traverses rayonnent
autour de 400 Hz.




ETUDE de CAS

4dpplication:reéduction du bruit deroulement destrains
:dynamique delavoie

Accelerance verticale LGV NORD Voie 2 Tsemelle=10°C

e I T TIT]
———— modeéle rail
2 10 [~ —— modéle traverse = [T T O I T T T ST ST S G S
——— mesures

10 2 /

' rail !i

-20 A
/

-30 i Di :

-40

50 Ww7 A \(R\
i

-80

/A

A\
)

v

v

accélérance (en dB ref 1 m.s-2/N

ENY

Ainnmnnmmnmng|

2 3
10 10
fréquences (Hz)



ETUDE de CAS

— Bruit de roulement des trains:
— Parts relatives des contributions roue et voie

0 |0 C

U iw) % U,00U,00)
Fxo (JW) n=1 rnn(_ W2 +2jWZan +W§)




ETUDE de CAS

— Bruit de roulement des trains:
— Parts relatives des contributions roue et voie

traverse rail roue +|—p tOtal ) 1
__Yu,u ——Lp ralil
(qv]
& 80,0 F ——Lproue [
N 70,0 ;k(/.\w N —=—Lp traverse
(D)
= 60,0
=
— 50,0 /
o
v 40,0

100 1000 10000

Frequency (Hz)




4. Application:réduction du bruit de roulement:modes
propres d 'uneroue de chemin defer

UG iw)_§ U, (U, (%)
Fo (W) Gm,(-wP +2jwz,w, +w?)

H (X, %o, JW) =

Application al ’optimisation acoustique delaroue

Perforated ADBGOF [SVEBGOF with 1I."|'-E.|'J Screens ISVE 860F with Tuned
with ring damper, Absorber
(ABB/CAF manulaciure) (Valdunes manulacture) (Valdunes manulacture)



ETUDE de CAS

KR

B
B

7
N

Quelques exemples

Mode 2

ki

Figure

Mode 1

ure 7.1:

3
=




ETUDE de CAS

4.Application:

Question subsidiaire:
Comment calculer laréponsed'une structure
dont on atravaillé les modes



ETUDE de CAS

Modélisation des fréquences crissantes
L 'approche théorique pour modéliser le crissement consiste a -

Considérer le crissement comme une instabilité
dynamique de I'équilibre stationnaire

Principe:

b Déterminer |’ équilibre glissant : Zone contact, force normale Ne

P Etude de stabilité de I'équilibre stationnaire (on introduit une
perturbation glissante)



ETUDE de CAS

Modélisation des fréquences crissantes

Consideérer le crissement comme une instabilité
dynamique de I'équilibre stationnaire

p Linearisation des équations - matrices de masse et de
raideur non symétrigues

P Analyse de stabilité : trouver les modes complexes
associés au probleme en projetant sur une base modale sans
frottement tronquée

P un mode est instable s l1a partie réelle de sa valeur propre
est positive



ETUDE de CAS

Modélisation des fréquences crissantes

- On calcule alors les termes de I'équation des
vibrations du systeme, et les modes propres
associés

M+fMIU +CU +(K+fK)U =0




ETUDE de CAS
———————Modélisation-des fréguences crissantes

T [ [

[ [ [

800 [~

» Experiment
* Theory

600 [~

400 | —
200 |- -
-200 -
J Fréq
-400 - ! (Hz) —
[ [ [ N < [ I [ [ [
o) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

4
x 10




ETUDE de CAS

———————Modélisation-des fréguences crissantes

800

600

400

200

-200

-400

* Experimerg

» Theory




COMPLEMENTSdeDYNAMIQUE des STRUCTURES:
MS6:COMMENT REDUIRE LESVIBRATIONSD'UNE STRUCTURE

x=Xe&" =H(jw)F.e",
8 B'B
NW=a L (W oidwewd)

Réponse en frequence

F-1:transformée de Fourier inverse

‘ h(t): Réponseimpulsionnelle

*: produit de convolutior

(t) = an —aB Be“ cosjnt+j )
X(t) = h(t)* f(t)

Se généralise pour un nombre de modesinfini
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