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3. LES VIBRATIONS DES SYSTEMES CONTINUS

3.1.LES VIBRATIONS DES CABLES

La figure 3.1 représente un cable dont la densité est p et la section est A. Le cable est fixé a ses
2 extrémités et sa tension est 1. Le cable vibre dans la direction y. Le mouvement est défini a
chaque endroit en fonction du temps t et de la position x.

w(x,t) représente la déflexion du céble.

f(x,t) est la force externe par unité de longueur agissant sur le céble.

f(x,t)

L1
R

Fig 3-1. Cable soumis a une force

Considérons un élément infiniment petit du cable de longueur Ax.

La masse de 1’¢lément de cable est égale a p4Ax
8’ w(x,?)

L’accélération est définie comme : j = v
t

Considérons la loi de Newton sur un élément infinitésimal dans la direction y (figure 3.2).

y T,
f(x,t) —
0,
X T =1 my

W(X, t)

X, X, +A, ou A, est faible

Fig 3-2. Elément de cible subissant un déplacement

0’ w(x, 1)

—7,8in 6, +7,sin 0, + f(x,t)- Ax = pAAx o~ (3.1)
t

L’accélération est exprimée en termes de dérivée partielle, car w dépend aussi de x.
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On suppose de petits déplacements (0, et 0, petits)
{sin 0= tand,

cosd, =1

On peut donc considérer que t, =1, =T, la tension initiale dans le cable.

Pour de faibles déformations, on peut donc considérer I’approximation :

sin@, = owl,1) sind,, = owl 1)
o 29
¥l Xy

2

Les sinus pouvant étre représentés par des pentes aux points X; et X.

/I w(x,t)

L’¢équation (3.1) devient :

0
ool Lo, i[f_w] .
X

X X
) *

On néglige les termes supérieurs €.

En incluant I’équation (3.5) dans 1’équation (3.4), on obtient,

8 2
Axi{r—wl +f(x,t)Ax=pAaw—(x’t)Ax
X

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Comme A est petit, il est inutile de désigner le point 1, dans 1’équation 3.6.

On obtient,
o (_ow(x,t) B o w(x,t)
&(TTj‘l‘f(X,t)— pA atz (37)

ou C= = est la vitesse de 1’onde.
\/ pA

Le degré de I’équation différentielle 3.8 requiert 2 conditions initiales et 2 conditions aux limites
pour résoudre.

L’équation (3.8) des cables est sujette a deux conditions initiales temporelles, soient :

wix,0)=w, (x
( ) ( ) déplacement
) initiales

vitesse (3.9)

ow i
—, (r0)=1iy (x)

On doit ajouter deux conditions spatiales définissant les conditions aux fronti¢res définissant des
points fixes aux extrémités, soient :

w(0,t)=w(/,t)=0 (3.10)
3.1.1. Fréquences naturelles et modes des cables
On pose : w(x,t)=X(x)T(t) (3.11)

En remplacant 1’équation 3.11 dans 1’équation 3.8, on obtient :

~C XT=XT
(3.12)
X T
= =—
X _CT
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Puisque les deux termes de I’équation 3.12 dépendent de variables différentes t et x, 1’¢galité
implique qu’elles sont égales a une constante :

X T L
—=—== -0’ (constante néegative) (3.14)
X CT

La constante peut étre positive, négative ou nulle.

Les réponses nulles ou positives ne menent pas a une solution acceptable physiquement.

On considére donc la constante comme négative.

X_
—=—0
X
(3.15)
T 5
C’T
La premiere équation de 3.15 conduit a :
X+0’X =0 = X(x)=a, sinox+a, cosox (3.16)

ou a; et a, sont des constantes a déterminer en fonction des conditions initiales et aux limites.

3.1.1.1. conditions aux limites

Les conditions aux limites sont :
X(0)=0 et X(¢)=0 (3.17)

=a,=0 et X(/)=a,sinol =0 (3.18)
sia, #0 = sinol =0
ol =nrx (3.19)

nrwro .
=0,=—-,oun=1L2,...

On obtient donc une infinité n de solutions et I’équation 3.16 devient :
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X, (x)= a, sin(%x},oﬁ n=12,...

Il faut encore déterminer les constantes a, d’apres les conditions initiales.

3.1.1.2. Solution temporelle

Etant donné qu’il y a une infinité n de solutions o, la seconde équation de 3.15 devient :
T.+o.C°T, =0 n=12,... (3.21)
=T ()= 4,sin(c,C )+ B, cos(c,C 1) (3.22)

ou A, et B, sont des constantes a déterminer.

Les pulsations naturelles (rad/s) du cable sont :
w,=0,xC

3.1.2. Réponse vibratoire d’'un cable

L’équation 3.11 devient donc :

=>w,(xt)=c, sin(?} sin(m;Ctj +d, sin(@j cos(mlzc t} n=12,... (3.23)

ou ¢, et d, doivent étre déterminés d’apres les conditions initiales.

d =a,B
(3.24)

Toutes les combinaisons linéaires de cette équation sont valables, donc la réponse vibratoire du
cable devient:

w(x,t)= i (c,sino,x sinc,Ct+d, sino,x cosa,Ct)

n=1

Il faut encore identifier les constantes c, et d, d’apres les conditions initiales.

SYS 855 Vibroacoustique, Chapitre 3, Les vibrations des systémes continus 3-6



On peut remarquer que :

/
j(sin%sin@dx:% si n=m
0
(conditions orthogonales) (3.26)
=0 Si n#m
3.1.21. Conditions initiales

D’aprés l’équation 3.25, la condition initiale temporelle est

Zd sin— (3.27)

En appliquant les conditions d’orthogonalité on trouve :

mx
= 0 —d = d sm—sm—
JO w(x, )sm o dx= Z IO ;i ;

n=1

(3.28)

d. :%jg w(x,O)sin%dx

oum=1,2, ..

De fagon similaire, en dérivant I’équation 3.25, on obtient :
Zc o, CSln— =, (x) (3.30)

On obtient,

LGN (3.31)

2 . . n
cn—%jowo(x)sm ;i

oun=1,2,3,.

3.1.3. Application

Considérons :
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> un déplacement initial du type w(x,0)=sin % et

» une vitesse initiale nulle w’(x,0) = 0.

on obtient :

c,=0 pourn=1,2,....
d,=0 pourn=2,3,.
d1 =1

L’équation 3.25 devient :

w(x, t) = sin(% X) cos(§ t)

nC , .\ , A
o =— représente la premicre fréquence naturelle du cable.

La fonction X, (x) = sin%x correspond au premier mode du cable.

On peut continuer le raisonnement en posant w, (x,O) = sin e et une vitesse initiale nulle, pour

obtenir les autres n modes .

Pour n = m, la m® fréquence naturelle est :

o = @ (3.33-a)
et le m® mode sera :

w = sin(@j (3.33-b)

SYS 855 Vibroacoustique, Chapitre 3, Les vibrations des systémes continus 3-8



3.2.LES VIBRATIONS DES POUTRES EN FLEXION

Soit une poutre encastrée libre dont le module d’¢lasticité de la poutre est E et son inertie de
surface par rapport a un axe Z est I(x).

y
=

w(x,t) f(x,t)

> x

. ]

% Fig 3-3. Poutre encastrée

Le moment de flexion s’exprime comme suit :

2
M(x,t)= El(x)aw—(’j’t) (3.34)
0x

L’équation du mouvement conduit a I’expression suivante :

2 2
O M)+ St = pAdxag—(j"t) (3.35)

X t
L’équation 3.35 devient :

0 wlx,t 0’ O w(x, t
pA 8t(2 ), — [E] a}fz )} = f(x,1) (3.36)

Le degré de 1’équation différentielle 3.37 demande quatre conditions aux frontiéres et deux
conditions initiales. On pose :

w(x,t)=X(x)T(t) (3.39)
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3.2.1. Solution temporelle

X)) T _ s

I’équation devient : C* X0 =— ol o (3.40)
L’équation temporelle s’exprime comme :
T'"(t)+@’T(t)=0 (3.41)
La solution de 1’équation différentielle 3.41 est :
T(¢)= Asin @t + B cos at (3.42)
ou A et B sont des constantes a déterminer d’apres les conditions initiales.
3.2.2. Solution spatiale

L’équation spatiale de 3.40 donne :

X""(x)—(%Jz X(x)=0 (3.43)

. o) pAdo’

ou S =(E) - pEI (3.44)
On suppose une solution de la forme :

X(x)= de™ (3.45)
On trouve :

X(x)=a, sin fx +a, cos fix+a, sinh fx +a, cosh fx (3.46)

sinh(ﬁx):%(eﬂx —e_ﬂ")

cosh(/fx)= %(eﬁ‘ + e‘ﬂx)

Les constantes a,, ay, as et a5 devront étre déterminées d’apres les conditions aux fronticres.
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3.2.3. Exemple de conditions aux frontiéres

» Siune extrémité est libre, le moment et la force de cisaillement sont nuls a cet endroit.

2
Moment = EI 0w =0 (3.47)
ox’®
2
Force  cisaillement :i EI oW =0 (3.48)
ox ox’®

» Siune extrémité est encastrée, la déflection et la pente sont nuls a cet endroit.

déflexion =w=0

3.49
pente = 6_w =0 ( )
ox

» Siune extrémité est supportée simplement, le moment et la déflection sont nuls a cet endroit.

déflection =w =0

2 3.50
0 W:O ( )

moment = EI 3

ox

Exemple 3.1:

Soit une poutre simplement appuyée d’un bord ( x= 0) et encastrée de I’autre (x =1). Les
conditions aux limites portées dans 1’équation 3.46 donnent :

X(0)=0 =a,+a,=0

aX(O):O :ﬂ(a1+a3):0
ox
(3.51)
X(£)=0= a, sin Bl +a, cos Bl +a, sinh +a, cosh /=0
2
EI 88)(2(1) =0= f*(a, sin Bl +a, cos ! +a, sinh Bl +a, cosh f{)=0
X
On trouve :
tan(/) = tanh() (3.52)

ce qui résulte n solutions de la forme :
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B 0= (4”4”)7; (3.53)

Les n modes ont pour forme :

_ 3.54
X, (x)=(a,), C;jﬁﬁﬁ:j;_:j{/fj}<smh(ﬂnx>—sin<ﬂ,,x>>—cosh(ﬂ,,x>+cosm,x)} 9
pour n=1,2,3,..
La réponse du systéme est
w(x,t)zi(/ln sinw,t+ B, cos a)nt)Xn (x) (3.55)

n=1
La fonction poutrecontinu (écrite en MATLAB) permet de calculer les fréquences naturelles et

les modes d’une poutre en flexion en fonction des conditions aux limites et des caractéristiques
de la poutre.

Les tableaux suivants montrent les équations pour calculer les premiers modes de poutres sous
diverses conditions d’appuis (handbook of shock and vibration).
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function poutrecontinu(n,bctype,bmpar,plotpar)

Q

% Marc Thomas, Professeur au département de Génie mécanique,

ETS

% Poutrecontinu(n,bctype,bmpar,l)calcule les n premieres

fréquences

% naturelles w et les modes U d'une poutre continue en
flexion, en fonction

% des conditions aux frontieres bctype et des %

caractéristiques

de la poutre bmpar.

Les conditions aux frontieres sont définies comme suit:

bctype = 1 libre-libre

o° o°

o\

% bctype = 2 Encastré-libre

% bctype = 3 Encastré-appuyé

% bctype = 4 Encastrement glissant
% bctype = 5 Encastré-encastré

o\

bctype = 6 appuyé-apputyé
Les parametres de la poutre doivent étre rentrés sous forme %
bmpar = [E I rho A L]';
ou E est le module d'Young,
I 1'inertie de surface
Rho la masse volumique
A la section
L la longueur.
if nargin==

plotpar=0;
end
E=bmpar (1) ;
I=bmpar(2);
rho=bmpar (3) ;
A=bmpar (4) ;
L=bmpar (5) ;
len=[0:.01:1]"'; S%$Longueur normalisée de la poutre
%Calcul des fréquences naturelles et des modes en fonction des
conditions aux limites.
if bctype==1
desc=["'Libre-1libre'];
Bnl=[4.73 7.85 11 14.14 17.28];
if n>5

for i=6:n

Bnl (i)=(2*1i+1) *pi/2;

end

end

o° o° o° A° o° o°

o°

Fonction poutrecontinu (partie 1)
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for i=1:n
sig=(cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i)))/(sinh(Bnl(i))-sin(Bnl(i)));
w(i,1)=(Bnl(i)"2)*sqrt(E*I/ (rho*A*L"4));
b=Bnl (i) *len;
U(:,1)=cosh(b)+cos (b)-sig* (sinh(b)+sin (b))
U(:,1)=U(:,1)/0(101,1);
end
elseif bctype==
desc=["'Encastré-libre'];
Bnl=[1.88 4.69 7.85 10.99 14.14];
if n>5
for i=6:n
Bnl (i)=(2*1i-1)*pi/2;
end
end
for i=1:n
sig=(sinh (Bnl(i))-sin(Bnl(i)))/ (cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i))):
w(i,1)=(Bnl(i)"2)*sqgrt(E*I/ (rho*A*L"4));
b=Bnl (i) *len;
U(:,1)=cosh(b)-cos(b)-sig* (sinh(b)-sin (b))
U(:,1)=0(:,1)/0(101,1);
end
elseif bctype==3
desc=["'Encastré-appuyé'];
Bnl=[3.93 7.07 10.21 13.35 16.49];
if n>5
for i=6:n
Bnl (1)=(4*i+1) *pi/4;
end
end
for i=1:n
sig=(cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i)))/(sinh(Bnl(i))-sin(Bnl(i)));
w(i,1)=(Bnl(i)"2)*sgrt(E*I/ (rho*A*L"4));
b=Bnl (i) *len;
U(:,1)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin (b))
U(:,1)=U0(:,1)/0(52,1);
end
elseif bctype==
desc=['Encastrement glissant'];
Bnl=[2.37 5.50 8.64 11.78 14.92];
if n>5
for i=6:n
Bnl(i)=(4*1i-1)*pi/4;
end
end

Fonction poutrecontinu (partie 2)
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for i=1l:n
sig=(sinh(Bnl(i))+sin(Bnl(i)))/ (cosh(Bnl(1i))-
cos (Bnl(i)))
w(i,1)=(Bnl(i)"2)*sqrt(E*I/ (rho*A*L"4));
b=Bnl (i) *len;
U(:,1)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin (b))
U(:,1)=U(:,1)/U0(101,1);
end
elseif bctype==
desc=['Encastré-encastré'];
Bnl=[4.73 7.85 11 14.14 17.28];
if n>5
for i=6:n
Bnl (i)=(2*1i+1) *pi/2;
end
end
for i=1:n
sig=(cosh (Bnl(i))-cos(Bnl(i)))/ (sinh(Bnl(i))-
sin(Bnl(i)));
w(i,1)=(Bnl(i)"2)*sgrt(E*I/ (rho*A*L"4));
b=Bnl (i) *len;
U(:,1)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin (b))
U(:rl):U(:rl)/U(52rl);
end
elseif bctype==
desc=["'Appuyé-appuyé'];
for i=1:n
Bnl (i)=1i*pi;
w(i,1)=(Bnl(i)"2)*sqrt(E*I/ (rho*A*L"4));
s 1)

|| ~e

I -

U(: =sin (i*pi*len) ;
end
end
x=len*L;
$Tracage des courbes
if plotpar==

for i=1:n
plot(x,U(:,1))

title ([desc, ' ', '"Mode ',int2str (i), Fréquence
naturelle = ',num2str(w(i)),"' rad/s'])
ylabel ('"Amplitude modale')
xlabel ('Longueur x de 0 a L")
grid
pause
end

Fonction poutrecontinu (fin)
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INTRODUCTION TO THE HANDBOOK
MASSLESS BEAMS WITH CONCENTRATED MASS LOADS

H

m
1
|
E

MASS OF LOAD, LB-SEC¥IN.
LENGTH OF BEAM, IN,
AREA MOMENT OF INERTIA OF BEAM CROSS SECTION, IN?
YOUNG'S MODULUS, LB/IN?

Wn= ANGULAR NATURAL FREQUENCY, RAD/SEC

FIXED-FREE
END LOAD

HINGED - HINGED
CENTER LOAD

e
[ ]

HINGED-HINGED
OFF-CENTER LOAD

FIXED-FIXED
CENTER LOAD

b
i 1
! ?'-Lﬁ |
1
\[3E1 _ 1 \[3ELL _\[3E1
oo o m wa® 8\ T0F

FIXED - FIXED
OFF-CENTER LOAD

i_‘mf{
t:jl‘—b—n—
e

1 '1|| 3EILS
w"-ub mab

wp = m_i.,- W=
MASSIVE SPRINGS (BEAMS) WITH CONCENTRATED MASS LOADS
m = MASS OF LOAD, LB-SEC¥IN.
mglmy) = MASS OF SPRING (BEAM), LB-SEC¥IN.

k
i
L
E =

Wy =

"

STIFFNESS OF SPRING LB/IN.
LENGTH OF BEAM, IN.
AREA MOMENT OF INERTIA OF BEAM CROSS SECTION, IN®
YOUNG'S MODULUS, LB/IN?

ANGULAR NATURAL FREQUENCY, RAD/SEC

MASS - HELICAL
S5PRING

m
%H,ms

k
wos\| ——f—
" Vw38

FIXED - FREE
END LOAD

=

M m
Fpu——

|

wos\[-_3EL
¥ Gim+0.23my)

HINGED - HINGED
CENTER LOAD

A s

male=

e
1t

weel [ 48EI
V13 (m+ 0.5mp)

FIXED -FIXED
CENTER LOAD

pe

t" L e
—_—1

= —ELl

“n =14 \\5imt 0.375my

L

roe=

&

AREA MOMENT OF INERTIA OF BEAM SECTIONS

(WITH RESPECT TO AXIS a-a)

RECTANGLE

r\l’ﬂ\“j

CIRCLE

THIN WALL CIRCLE

ELLIPSE

Fig 3-4.

Vibrations de poutres

SYS 855 Vibroacoustique, Chapitre 3, Les vibrations des systémes continus

3-16



BEAMS OF UNIFGRM SECTION AND UNIFORMLY DISTRIBUTED LOAD

ANGULAR NATURAL FREQUENCY wq: AY-Sd

RAD/SEC

ut*
WHERE E = YOUNG'S MODULUS, LB/IN?
I : AREA MOMENT OF INERTIA OF BEAM CROSS SECTION, IN,
{ = LENGTH OF BEAM, IN,
k= MASS PER UNIT LENGTH OF BEAM, LB=SECYIN?
A : COEFFICIENT FROM TABLE BELOW
NODES ARE INDICATED IN TABLE BELOW AS A PROPORTION OF LENGTH { MEASURED FROM LEFT END
0500 __ 0926
0.500 0868 0.356 0.644 0.906
FIXED- FREE o SR 0 09FE 0081 g oars [0728 |
(CANTILEVER) | 7] = A
A:3.52 " 220 A:61.7 A=121.0 222000
0500 0.333 0657 025 050 075 029 040 060 080
HINGED -~ HINGED : o it o o s
{SIMPLE)
A= 9,87 A:395 A=158 A=247
. 0278 0500 0722, GA00, o7 fs
FIXED-FIXED | 7 7 / 1Y 0227059 |
(BUILT-IN) /2 / 7 7
A=22.4 A:617 4 =200 A:298
0094 ___ 0644 0277 0723 00600409 0773
0224 o.ﬂ_.a 0432 0300 0868 6356 0906 | 0073] 38 | 0827 10227,0591 10940
EREERREEIE S e e e (v R el
!
A:22.4 "_ A:617 A2l A= 200 A=298
| : 0529 0429 0810
J Cos) L 4 02947 075 023 | 0619._|
FIXED - HINGED - n : T ST S
; / 1
A=15.4 m A=500 A =104 A=178 A=272
0% | 0446 0832 0308 0616 0898 0235 0707 mu_mm o,%%@_m%.w_m%mﬁ
HINGED - FREE \...I..Jf_/. | - S e < (S S
! Az15.4 | ! As500 A=104 A:178 Az272

Vibrations de poutres uniformes

Fig 3-5.
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3.3.LES VIBRATIONS DE MEMBRANES

Une membrane peut étre considérée comme une corde en deux dimensions. Les membranes
n’offrent aucune résistance en flexion, mais uniquement en tension. Une membrane est une
plaque soumise a des forces de tension et dont on néglige les efforts de flexion. Elle se comporte

comme une peau de tambour.
3.3.1. Equations du mouvement

Considérons une membrane bornée par le plan S dans le plan (X, y).

I
|

- [

f !

| |

| |

! i

| z : | Section Y, Y5

3
1 | = |
! i 3w i(z—:)dt I
| |

Section X, X

Fig 3-6. Vibrations de membranes

Soit, W(X, y,t) la déformée de la membrane au point (x,y) et au temps t. On suppose le
déplacement faible et perpendiculaire au plan xy. La tension t est constante par unité de longueur
et p est la masse par unité de surface.
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a
Fig 3-7. membrane

f(x, y, t) représente la pression agissant dans la direction orthogonale z.
P représente l'intensité de la tension par unité de longueur. L’amplitude de P est
constante. Si I’on considére un élément de surface dx dy, les forces d’amplitudes Pdx et

Pdy agissent respectivement dans les directions y et x. On pose P = 1.

0w 0w

~dxdy ett 2

Les forces agissant dans la direction z sont : 7 dx dy.

La force de pression dans la direction z est f(x, y, t) dx dy et la force d’inertie est
0w . -
p (X, y)at—zdx dy ot p(x, y) est la masse par unité de surface et w (x, y, t) est le

déplacement dans la direction z.

L’équation du mouvement de la vibration forcée est :

o’w  O’w o*w
+ + f= 3.56
T(axz G‘yzj f=rs (3:56)
Si la force externe f = 0, ’équation de vibration libre conduit a :
2 2 2
O*wlx,y,t)  Owlx,yt) _ 1 0%wlx, 1) (3.57)

ox’ oy’ C? ot’

ou C = \/z (3.58)
Y2,
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Les équations aux fronti¢res doivent étre définies tout autour de la fronticre.

Sil'on exprime I'opérateur Laplacien comme :

2 2
V= 82+ 82 (3.59)
ox°~ 0y
Les équations s’expriment comme :
2
2 V2 w= 8_;1/ (3.60)
ot

3.3.2. Conditions initiales et aux frontiéres

On a besoin d’exprimer deux conditions initiales et deux conditions aux frontiéres pour

déterminer la solution du probléme.

On exprime les conditions initiales par le déplacement initial w_(x,y)=w (X, y, 0)
et la vitesse initiale wo(x, y)= %(X, y,0).

a) Si la membrane est fixée en des points x, y, de la frontiere, ona w(x,,y,,t)=0 t>0.

b) Si la membrane est libre de défléchir dans la direction z en des points x;, y; de la

frontiere, la force en z doit étre nulle :
e (x 2V t): 0 t>0 ou = représente la dérivée de w par rapport a la normale un
n

point X, y;.

3.3.3. Réponse vibratoire

Onpose: W (x,y,t) =W (x,y)  T(t) =X(x) Y(y) T(t) (3.61)
L’équation du mouvement est :

LzZ=£+Z=constante=—a)2 (3.62)
c-'T X Y

On pose :
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X
X —o.” est une constante (3.63)

Y
v —B* est une constante (3.64)

Les équations s’expriment comme :

d*X(x)

ot o’ X(x)=0 (3.65)

X

XD g viy)=o0 (3.66)
Yy

dz O, o c*1()=0 (3.67)

ot o’ et B* sont des constantes qui s’expriment comme : f° +a’ =@’
On trouve :

X(x)=C, cosax + C, sinax (3.68)
Y(y) =C,; cosPy +C, sin By (3.69)
X(x)Y(y)=A, sinox sinfy+ A, sinoax cosfy + A; cosax sinfy + A, cosax cosPy (3.70)
T(t) = A cosot + Bsin mt (3.71)

Les constantes A1, Az, As, A4, A et B doivent étres déterminées par les conditions

initiales et aux frontiéres.

3.3.4. Conditions aux frontiéres

Considérons une membrane carrée de longueur unitaire encastrée de tous cotés.

e Six =0 (encastrement), on obtient :
T(t) X(0) Y(y) = A, sinBy + A, cosPy =0
= A, sinBy+A, cosBy=0
=>A;=A,=0

= X(x) Y(y)=A, sinoax sin By + A, sinox cosBy
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e Si w=0pourx =1, on obtient :

A, sinasinfy+ A, sina cosfy =0
=siA; #0=sina=0

o=nt n=1,2,..0
De fagon similaire on trouve :
e pourw=0ay=1

p=mn m=12,...0

Les valeurs propres sont :

=7C\m* +n* mn=1,2,...0

Les vecteurs propres sont :

sin n7x sin mmy

La réponse vibratoire d"une membrane encastrée de longueur unitaire est :

w(x, y,1) i i (sin n;zy){Amn sinvn® +m’ Cnt+ B, cos\n®+m’ Cm‘} (3.74)

m=l n=

ol Amn et Bmn sont déterminés par les conditions initiales.
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3.4.LES VIBRATIONS DE PLAQUES MINCES

Une plaque peut étre considérée comme une poutre en deux dimensions.
On suppose la déflection faible par rapport a I’épaisseur h.

On suppose que le plan neutre ne se déforme pas durant la flexion.

Les contraintes normales a la plaque sont supposées négligeables.

La vibration libre de la plaque s’exprime comme :
62

D V4 W(x5yat) = pa_z W(-xay:t)

t

o (3.75)

12—

ou E est le module d’¢lasticité
v est le coefficient de poisson
p est la masse surfacique

o 20" o

L’ opérateur V* est + +
P ox'  o°x 0%y oy

(3.76)

L’¢équation de mouvement libre est :

! 20* o 0’

0
Dax—4w(x, y,t)+ W(w, X, y,t)+ 6)}—4w(x, y,z): pat—zw(x, y,t) (3.77)

3.4.1. Conditions aux frontiéres

e Pour une plaque encastrée, on a le déplacement et la rotation nuls:
o ,
w(x,y,t)=0 et o (x,y,t)=0 le long de I'encastrement.
n

e Pour une plaque simplement supportée de tous coté, on ala déflection et les
moments nuls :

w (X,y,t) =0 sur les cOtés
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0’0 (x,y,t)

o =0 pour x=0,x =1,
o’ (x,y,t
%zo poury=0,y=1,

3.4.2. Application pour une plaque rectangulaire appuyée sur ses bords

Les conditions aux limites sont définies par des déplacements nuls et des moments nuls.

déflection = w(x, v, t) =0 partout

2
Momem‘:E]8 vzv(x,y,t):O x=0ax=/,
o (3.78)
o’w .
Moment = EI o (x,y,t):O y=0ay=/,
Y
Les modes propres de la plaque sont :
w, (x, y) =w,, sin 2% x - sin %y (3.79)
a

Les pulsations propres de la plaque sont :

SAIGES]

pour n=1,23,..
m=1,2,3,..

Exemple 1:

Calculez le 1° mode d’une plaque en acier en flexion simplement supportée de tous bords dont la
longueur est de 50 cm, la largeur est de 25 cm, 1’épaisseur est de 5 mm.

Réponse :
D=2289

p = pw* h = 7800 * 0.005 = 39 kg/m’
o= 1512 rad/s = 240 Hz
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3.4.3. Calculs simplifiés des résonances de plaques carrées ou circulaires

Le ""Handbook of Shock and vibration™" de Harris permet de calculer les fréquences naturelles
pour des plaques circulaires ou carrées en fonction des conditions d’appui.

INTRODUCTION TO THE HANDBOOK
NATURAL FREQUENCIES OF THIN FLAT PLAT

. '“l' Ext
wp =B m RAD/SEC

E = YOUNG'S MODULUS, LB /IN®

t = THICKNESS OF PLATE, IN.

£ = MASS DENSITY, LB-SECYIN?

o = DIAMETER OF CIRCULAR PLATE OR SIDE OF SQUARE PLATE, IN,
¥ = POISSON'S RATIO

UMIF KN

SHAPE A
OF DIAGRAM EDGE CONDITIONS LIS i ) A LR
PLATE i 2 3 4 5 6 7 8
-
CIRCULAR CLAMPED AT EDGE 11.84] 24,61 | 40.41| 46.14 [103.12
CIRCUL AR @ FREE 6.09| 10.53|14.19| 23.80| 40.88 | 44.68| 61.38| 69.44
CIRCULAR @ CLAMPED AT CENTER | 4.35|24.26|70.39|138.85
CIRGULAR @ 5"“PL:T5€;’£‘E’"TE° 5.90
43 as ONE EDGE CLAMPED-
SQUARE 13 e eyEe 101 | 2.47| 6.20| 7.94| 9.0
SQUARE 3;-"": ALL EDGES CLAMPED | 10.40( 21.21 | 31.29] 38.04] 38.22 | 47.73
./-‘/f/ ;
A0 TWO EDGES CLAMPED-—
SQUARE ‘H TWG ECGES FREE 200 6.96| 7.74| 13.89] 18.25
7.
¥ mr-
SQUARE 7 ALL EDGES FREE 407| 594 6.91| 10.39|17.80| 18.85
P g OME EDGE CLAMPED-
SQUARE I8k THREE EDGES SIMPLY | 6.83 | 14.94 | 16.95 | 24.89| 28.99 | 32.71
13 __k SUPPORTED
o0z | TWO EDGES CLAMPED-
SQUARE 4= “F TWO EDGES SIMPLY 8.37 | 15.82 | 20.03 | 27.34]| 29.54 | 37.34
. SUPPORTED
_}vvv e
SQUARE | JTL O e 5.70 | 14.26 | 22.82 | 28.52| 37.08 | 48.49
>J\.‘;’\I\
MASSLESS CIRCULAR PLATE WITH CONCENTRATED CENTER MASS
m
CLAMPED Eh
EDGES M war4.09 | ool
SIMPLY ﬁ*_‘r_ﬁ‘___h =3
ngapf?f"ﬂ’ “n 809 Y s 3 %7
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3.4.4. Calculs simplifiés des résonances de plaques rectangulaires

Une autre équation simplifiée pour calculer la 1° fréquence de résonance de plaques (m =n = 1,
L=b) et pour d’autres types d’appuis est la suivante :

4
> {”4 D J/ﬁ (3.81)
b ph
Eh’

ou D=1

ou h : épaisseur (m) : On considere que h < 2i0 b.

: coefficient de Poisson

: constante d’appui (voir tableaux suivants)
: fréquence naturelle (rad/s)

: module d’Young (Pa)

: masse surfacique = py, * h ( kg/mz)

T me > <«

A = 2 pour une plaque simplement appuyée.

Cette équation est exacte pour des plaques carrées mais peut €tre appliquée pour des plaques
rectangulaires en considérant b comme la plus grande longueur de la plaque (m).

L’équation précédente peut étre simplifiée en considérant les hypothéses suivantes :
> % =25 10° (m/ s)2 (valable pour la plupart des matériaux ferreux).

> v=023

2

Alors  f =2407 (bij A (en Hz) (3.82)

Les tableaux suivants fournissent les valeurs de A pour différentes conditions d’appui des
plaques en fonction de h, b et L ou L est défini comme le plus petit coté [références : Bruel and
Kjaer, conception de fixtures].

Exemple :
Calculez le 1° mode d’une plaque en acier en flexion appuyée de tous bords dont la longueur est

de 25 cm, I’épaisseur est de 5 mm, en utilisant la méthode de Harris.

Réponse :
B=5.7

Eh’

w=5.7 7 5 = 2420 rad/s = 385 Hz
p,.b (1-v?)
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4.3. VALUES OF A FOR PLATES

R? )\24 A®
b

lf——————
?/ 0.14 0,14 0,37
% 1 L
Z
Z
7
/)
7 4
7 b\?, 4
2 2 0,14+ 0,47 (T) 0.14 ( - ) 0,75 0.87
/{’/////////// %
% 2z
7 7
7 3 / 5.33 533 | 231
Z 4
Z .
/7777777777774
7
7 b \2 b \*
vy (2 b
,; 4 0,14 ( C ) + 5,34 ( L) 6.48 2,55
Z
SIS LSS
[ /7777777777777,
é ? (b)2 (")4 1421 | 377
VY 5 2 533+ 355 |— ) +533(— : .
,2 .’7/ L L
A/

b
[
_ 0.39 + 0,96 (—-"-)21»036(3)4 171 | 13
L ’ ’ L ‘ L

Fig 3-8.

*  Indicates that b/L = 1

Table 4.3.
Vibrations de plaques

S00TST
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b/L = Rectangular Plate Dimension Ratio
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Fig 3-9. Vibrations de plaques rectangulaires
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Fig 3-10. Vibrations de plaques ( les dimensions sont en cm)
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Exemple

Calculez la 1°fréquence de résonance d’une plaque carrée encastrée de tous bords dont
I’épaisseur est de 6 mm et dont la longueur est de 210 mm.

Réponse

f=1219 Hz

Exemple :

Calculez le 1° mode d’une plaque en acier en flexion encastrée de tous bords dont la longueur est
de 20 cm, la largeur est de 10 cm, 1’épaisseur est de 6 mm.

Réponse :

A =10
f=3610 Hz.

3.5.EXERCICES CHAPITRE 3

3-1.  Calculez les coefficients cn et dn d’un cable de longueur, soumis a une vitesse initiale
nulle et un déplacement initial W(L/2,0)=1.

Réponse de ’exercice 3.1:
Ch=0

8 . (nHj , —
d, = >-sinf — si n  impair
(nr) L 2

3-2.  Calculez analytiquement les fréquences naturelles d’une poutre sur 2 appuis simples,
en supposant comme conditions initiales, des vitesses nulles et une déformation de la
forme :

)= sin(27zx)

0
w(x, ]

Vérifiez vos résultats a I’aide du logiciel poutreflexion.

Réponse de ’exercice 3.2

(mr]z EI
a)n = 5 -
[ pA
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