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3. LES VIBRATIONS DES SYSTÈMES CONTINUS 
 

3.1. LES VIBRATIONS DES CÂBLES 
 
La figure 3.1  représente un câble dont la densité est ρ et la section est A. Le câble est fixé à ses 
2 extrémités et sa tension est τ. Le câble vibre dans la direction y. Le mouvement est défini à 
chaque endroit en fonction du temps t et de la position x.  
w(x,t) représente la déflexion du câble.  
f(x,t) est la force externe par unité de longueur agissant sur le câble. 
 

( )t,xf

τ

 
Fig 3-1. Câble soumis à une force 

Considérons un élément infiniment petit du câble de longueur ∆x. 
 
La masse de l’élément de câble est égale à xA∆ρ  

L’accélération est définie comme : ( )
2

2 ,
t

txwy
∂

∂
=&&  

 
Considérons la loi de Newton sur un élément infinitésimal dans la direction y (figure 3.2). 
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Fig 3-2. Élément de câble subissant un déplacement 

( ) ( )
2

2

2211
,,sinsin

t
txwxAxtxf

∂
∂

∆=∆⋅++− ρθτθτ      (3.1) 

 
L’accélération est exprimée en termes de dérivée partielle, car w dépend aussi de x. 
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On suppose de petits déplacements ( 21 et θθ  petits) 

 ⇒          (3.2) 




=
=

1cos
tansin

i

ii

θ
θθ

 
On peut donc considérer que τ=τ=τ 21 , la tension initiale dans le câble.  
 
Pour de faibles déformations, on peut donc considérer l’approximation : 
 

( ) ( )

2

,
2sin

1

,
1sin

xx

txw
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txw
∂

∂
=

∂
∂

= θθ        (3.3) 

 
Les sinus pouvant être représentés par des pentes aux points x1 et x2. 
 
 

x∆

( )t,xw

 
L’équation (3.1) devient : 
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On peut exprimer la pente au point x2 en série de Taylor autour du point x1 
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On néglige les termes supérieurs ε. 
 
En incluant l’équation (3.5) dans l’équation (3.4), on obtient, 
 

( ) ( ) x
t

txwAxtxf

xx

w

x
x ∆

∂

∂
=∆+














∂

∂

∂
∂

∆
2

,2
,

1

ρτ       (3.6) 
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Comme est petit, il est inutile de désigner le point 1, dans l’équation 3.6. x∆
 
On obtient, 
 

( ) ( ) ( )
2

2

t
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x ∂
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ρ=+
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
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∂
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∂        (3.7) 

 
 
si f = 0 et  = constant, on obtient l’équation différentielle des câbles: τ
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τ
où 
A

C
ρ

=  est la vitesse de l’onde. 

e degré de l’équation différentielle 3.8 requiert 2 conditions initiales et 2 conditions aux limites 
our résoudre. 

’équation (3.8) des câbles est sujette à deux conditions initiales temporelles, soient : 
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       (3.9) 

n doit ajouter deux conditions spatiales définissant les conditions aux frontières définissant des 
oints fixes aux extrémités, soient : 

( ) ( ) 0t,wt,0w == l            (3.10) 

3.1.1. Fréquences naturelles et modes des câbles 

n pose :          (3.11) ( ) ( ) (tTxXt,xw = )

n remplaçant l’équation 3.11 dans l’équation 3.8, on obtient : 
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Puisque les deux termes de l’équation 3.12 dépendent de variables différentes t et x, l’égalité 
implique qu’elles sont égales à une constante : 
 

)tan(2
2 négativetecons
TC

T
X
X σ−==

∞∞

      (3.14) 

 
La constante peut être positive, négative ou nulle. 
 
Les réponses nulles ou positives ne mènent pas à une solution acceptable physiquement.  
 

2
2

2

σ

σ

−=
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∞

∞
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X
X

           (3.15) 

On considère donc la constante comme négative.

 
La première équation de 3.15 conduit à : 
 

( ) xaxaxXXX σσσ cossin0 21
2 +=⇒=+

∞

       (3.16)  
 
où a1 et a2 sont des constantes à déterminer en fonction des conditions initiales et aux limites. 
 

3.1.1.1. conditions aux limites 
 
Les conditions aux limites sont : 

( ) ( ) 0Xet00X == l           (3.17) 
 

0a 2 =⇒  et ( ) 0sin1 == lσalX         (3.18) 
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         (3.19) 

On obtient donc une infinité n de solutions et l’équation 3.16 devient : 
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( ) K
l

,2,1noù,xnsinaxX nn =





 π

=        (3.20) 

Il faut encore déterminer les constantes an d’après les conditions initiales. 

3.1.1.2. Solution temporelle 
 
Étant donné qu’il y a une infinité n de solutions σn, la seconde équation de 3.15 devient :  

K,2,1022 ==+
∞

nTCT nnn σ         (3.21) 
 

( ) )cos()sin( tCBtCAtT nnnnn σσ +=⇒      (3.22) 
  
où An et Bn sont des constantes à déterminer.  
 
Les pulsations naturelles (rad/s) du câble sont : 

Cnn ×= σω  
  

3.1.2. Réponse vibratoire d’un câble 
 
L’équation 3.11 devient donc : 
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ù cn et dn doivent être déterminés d’après les conditions initiales. 

nnn

nnn
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Bad

=

=
           (3.24) 

outes les combinaisons linéaires de cette équation sont valables, donc la réponse vibratoire du 
âble devient: 

( ) ( )CtxdCtxctxw nnnnnn
n

σσσσ cossinsinsin,
1

+= ∑
∞

=

   (3.25) 

l faut encore identifier les constantes cn et dn d’après les conditions initiales. 
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On peut remarquer que : 
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mnsidx
l
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==∫
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2sinsin
0

( lππ
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3.1.2.1. Conditions initiales 
 
D’après l’équation 3.25, la condition initiale temporelle est  

( )
e
xnsind0,xw n
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π
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         (3.27) 

 
En appliquant les conditions d’orthogonalité, on trouve : 
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( ) dxxw
lmd

l
sin0,0∫=⇒        (3.29) 

ù m = 1,2, .. 

e façon similaire, en dérivant l’équation 3.25, on obtient : 
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∞

=

πσ         (3.30) 

n obtient, 

 
xnπ2 l
  
 

ù n = 1,2,3,.. 

( ) dx
l

xw
Cnnc

π
sin00 &∫=        (3.31) 

3.1.3. Application 

onsidérons : 
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¾ un déplacement initial du type ( )
l
xxw πsin0, =  et  

¾ une vitesse initiale nulle w’(x,0) = 0. 
 
on obtient : 
 
cn = 0       pour n = 1, 2, …. 
dn = 0     pour n = 2, 3,.. 
d1 = 1 
 
L’équation 3.25 devient : 
 

 
( ) )cos()sin(, t

l
Cx

l
txw ππ

=        (3.32) 

 

 
 
 
 

 

 

l
Cπω =

( )

 représente la première fréquence naturelle du câble.  

La fonction  correspond au premier mode  du câble. x
l

xX πsin1 =

On peut continuer le raisonnement en posant ( )
l
xnxwo

πsin0, =  et une vitesse initiale nulle, pour 

obtenir les autres n modes . 
 

 

Pour n = m, la me fréquence naturelle est : 

l
cm

m
πω =            (3.33-a) 

et le me mode sera : 
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1n =

2n =

x.
l

( )τ,aw
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3.2. LES VIBRATIONS DES POUTRES EN FLEXION 
 
Soit une poutre encastrée libre dont le module d’élasticité de la poutre est E et son inertie de 
surface par rapport à un axe Z est I(x). 
 

( )t,xw ( )t,xf

x

y

z  
Fig 3-3. Poutre encastrée 

Le moment de flexion s’exprime comme suit : 
 

( ) ( ) ( )
2

2

x
t,xwxIEt,xM

∂
∂

=          (3.34) 

 
L’équation du mouvement conduit à l’expression suivante : 
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L’équation 3.35 devient : 
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En considérant , l’équation 3.36 devient : ( ) 0t,xf =
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où           (3.38) 
A

EIC
ρ

=

Le degré de l’équation différentielle 3.37 demande quatre conditions aux frontières et deux 
conditions initiales.  On pose :  
 

( ) ( ) (tTxXt,xw =          (3.39) 
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3.2.1. Solution temporelle 
 

l’équation devient : ( )
( )

22

)(
)('''' ω=−=

tT
tT

xX
xX &&

C       (3.40) 

 
L’équation temporelle s’exprime comme : 
 
 T           (3.41) ( ) ( ) 0'' 2 =+ tTt ω
 
La solution de l’équation différentielle 3.41 est : 
 

 
( ) tBtAtT ωω cossin +=         (3.42) 

où A et B sont des constantes à déterminer d’après les conditions initiales. 
 

3.2.2. Solution spatiale  
 
L’équation spatiale de 3.40 donne : 

( ) ( ) 0'''' =

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         (3.43) 

où 
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On suppose une solution de la forme : 

( ) AexX β=             (3.45) 
 
On trouve : 
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es constantes a1, a2, a3 et a4 devront être déterminées d’après les conditions aux frontières. 
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3.2.3. Exemple de conditions aux frontières 
 
¾ Si une extrémité est libre, le moment et la force de cisaillement sont nuls à cet endroit. 
 

02

2

=
∂
∂
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¾ Si une extrémité est encastrée, la déflection et la pente sont nuls à cet endroit. 
 

0

0

=
∂
∂
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x
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         (3.49) 

 
¾ Si une extrémité est supportée simplement, le moment et la déflection sont nuls à cet endroit. 
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Exemple 3.1: 
 
Soit une poutre simplement appuyée d’un bord ( x= 0) et encastrée de l’autre (x = l). Les 
conditions aux limites portées dans l’équation 3.46 donnent : 
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On trouve : 
 

         (3.52) 
 

( ) ( )ll ββ tanhtan =

ce qui résulte n solutions de la forme : 
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( )πβ
4

14 +
=

n
nl           (3.53) 

 
Les n modes ont pour forme : 
 

(3.54) 
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pour n=1,2,3,.. 
 
La réponse du système est        
 

 ( ) ( ) (xXtBtAtxw n
n

nnnn∑
∞

=

+=
1

cossin, ωω )                                                     (3.55) 
 

La fonction poutrecontinu (écrite en MATLAB) permet de calculer les fréquences naturelles et 
les modes d’une poutre en flexion en fonction des conditions aux limites et des caractéristiques 
de la poutre. 
 
Les tableaux suivants montrent  les équations pour calculer les premiers modes de poutres sous 
diverses conditions d’appuis (handbook of shock and vibration). 
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S

function poutrecontinu(n,bctype,bmpar,plotpar) 
% Marc Thomas, Professeur au département de Génie mécanique, 
ETS 
% Poutrecontinu(n,bctype,bmpar,1)calcule les n premières 
fréquences 
% naturelles w et les modes U d'une poutre continue en 
 flexion, en fonction  
% des conditions aux frontières bctype et des %
 caractéristiques  
% de la poutre bmpar.  
%  Les conditions aux frontières sont définies comme suit: 
% bctype = 1 libre-libre 
%  bctype = 2 Encastré-libre 
%  bctype = 3 Encastré-appuyé 
%  bctype = 4 Encastrement glissant 
%  bctype = 5 Encastré-encastré 
%  bctype = 6 appuyé-apputyé 
%  Les paramètres de la poutre doivent être rentrés sous forme %
%  bmpar = [E I rho A L]'; 
%  où E est le module d'Young,  
% I l'inertie de surface 
% Rho la masse volumique 
% A la section 
%  L la longueur. 
if nargin==3 
   plotpar=0; 
end 
E=bmpar(1); 
I=bmpar(2); 
rho=bmpar(3); 
A=bmpar(4); 
L=bmpar(5); 
len=[0:.01:1]';  %Longueur normalisée de la poutre 
%Calcul des fréquences naturelles et des modes en fonction des 
conditions aux limites. 
if bctype==1 
   desc=['Libre-libre']; 
   Bnl=[4.73 7.85 11 14.14 17.28]; 
   if n>5 
      for i=6:n 
         Bnl(i)=(2*i+1)*pi/2; 
      end 
   end 
Fonction poutrecontinu (partie 1) 
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Fonction poutrecontinu (partie 2) 

for i=1:n 
     sig=(cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i)))/(sinh(Bnl(i))-sin(Bnl(i)));
      w(i,1)=(Bnl(i)^2)*sqrt(E*I/(rho*A*L^4)); 
      b=Bnl(i)*len; 
      U(:,i)=cosh(b)+cos(b)-sig*(sinh(b)+sin(b)); 
      U(:,i)=U(:,i)/U(101,i); 
   end 
elseif bctype==2 
   desc=['Encastré-libre']; 
   Bnl=[1.88 4.69 7.85 10.99 14.14]; 
   if n>5 
      for i=6:n 
         Bnl(i)=(2*i-1)*pi/2; 
      end 
   end 
   for i=1:n 
     sig=(sinh(Bnl(i))-sin(Bnl(i)))/(cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i)));
      w(i,1)=(Bnl(i)^2)*sqrt(E*I/(rho*A*L^4)); 
      b=Bnl(i)*len; 
      U(:,i)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin(b)); 
      U(:,i)=U(:,i)/U(101,i); 
   end 
elseif bctype==3 
   desc=['Encastré-appuyé']; 
   Bnl=[3.93 7.07 10.21 13.35 16.49]; 
   if n>5 
      for i=6:n 
         Bnl(i)=(4*i+1)*pi/4; 
      end 
   end 
   for i=1:n 
     sig=(cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i)))/(sinh(Bnl(i))-sin(Bnl(i)));
      w(i,1)=(Bnl(i)^2)*sqrt(E*I/(rho*A*L^4)); 
      b=Bnl(i)*len; 
      U(:,i)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin(b)); 
      U(:,i)=U(:,i)/U(52,i); 
   end 
elseif bctype==4 
   desc=['Encastrement glissant']; 
   Bnl=[2.37 5.50 8.64 11.78 14.92]; 
   if n>5 
      for i=6:n 
         Bnl(i)=(4*i-1)*pi/4; 
      end 
   end 
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Fonction poutrecontinu (fin) 

for i=1:n 
      sig=(sinh(Bnl(i))+sin(Bnl(i)))/(cosh(Bnl(i))-
cos(Bnl(i))); 
      w(i,1)=(Bnl(i)^2)*sqrt(E*I/(rho*A*L^4)); 
      b=Bnl(i)*len; 
      U(:,i)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin(b)); 
      U(:,i)=U(:,i)/U(101,i); 
   end 
elseif bctype==5 
   desc=['Encastré-encastré']; 
   Bnl=[4.73 7.85 11 14.14 17.28]; 
   if n>5 
      for i=6:n 
         Bnl(i)=(2*i+1)*pi/2; 
      end 
   end 
   for i=1:n 
      sig=(cosh(Bnl(i))-cos(Bnl(i)))/(sinh(Bnl(i))-
sin(Bnl(i))); 
      w(i,1)=(Bnl(i)^2)*sqrt(E*I/(rho*A*L^4)); 
      b=Bnl(i)*len; 
      U(:,i)=cosh(b)-cos(b)-sig*(sinh(b)-sin(b)); 
      U(:,i)=U(:,i)/U(52,i); 
   end 
elseif bctype==6 
   desc=['Appuyé-appuyé']; 
   for i=1:n 
      Bnl(i)=i*pi; 
      w(i,1)=(Bnl(i)^2)*sqrt(E*I/(rho*A*L^4)); 
      U(:,i)=sin(i*pi*len); 
   end 
end 
x=len*L; 
%Traçage des courbes 
if plotpar==1 
   for i=1:n 
      plot(x,U(:,i)) 
      title([desc,'  ','Mode ',int2str(i),'     Fréquence 
naturelle = ',num2str(w(i)),' rad/s']) 
      ylabel('Amplitude modale') 
      xlabel('Longueur x de 0 à L') 
      grid 
      pause 
   end 
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Fig 3-4. Vibrations de poutres 

SYS 855 Vibroacoustique, Chapitre 3, Les vibrations des systèmes continus  3-16



 
Fig 3-5. Vibrations de poutres uniformes 
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3.3. LES VIBRATIONS DE MEMBRANES 

 
Une membrane peut être considérée comme une corde en deux dimensions. Les membranes 
n’offrent aucune résistance en flexion, mais uniquement en tension. Une membrane est une 
plaque soumise à des forces de tension et dont on néglige les efforts de flexion. Elle se comporte 
comme une peau de tambour. 
 

3.3.1. Équations du mouvement 
 

Considérons une membrane bornée par le plan S dans le plan (x, y). 

 
Fig 3-6. Vibrations de membranes 

Soit,  la déformée de la membrane au point ( t,y,xw ) ( )y,x  et au temps t. On suppose le 
déplacement faible et perpendiculaire au plan xy. La tension t est constante par unité de longueur 
et  est la masse par unité de surface. ρ
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( )t,y,xw

 
Fig 3-7. membrane 

f(x, y, t) représente la pression agissant dans la direction orthogonale z. 

P représente l’intensité de la tension par unité de longueur. L’amplitude de P est 

constante. Si l’on considère un élément de surface dx dy, les forces d’amplitudes Pdx et 

Pdy agissent respectivement dans les directions y et x. On pose P = τ. 

Les forces agissant dans la direction z sont : dydx
y
w
2

2

∂
∂τ  et dydx

x
w
2

2

∂
∂τ . 

La force de pression dans la direction z est f(x, y, t) dx dy et la force d’inertie est 

dydx
t
w)y,x( 2

2

∂
∂

ρ  où ρ (x, y) est la masse par unité de surface et w (x, y, t) est le 

déplacement dans la direction z. 

 

L’équation du mouvement de la vibration forcée est : 

2

2

2

2

2

2

t
wf

yx ∂
∂

=+







∂
∂

+
∂
∂ ρωωτ         (3.56) 

Si la force externe f = 0, l’équation de vibration libre conduit à : 

 
( ) ( ) ( )

2

2

22

2

2

2 ,,1,,,,
t

tyxw
Cy

tyxw
x

tyxw
∂

∂
=

∂
∂

+
∂

∂        (3.57) 

 

où 
ρ
τ

=C            (3.58) 
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Les équations aux frontières doivent être définies tout autour de la frontière. 
 
Si l’on exprime l’opérateur Laplacien comme : 

2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇           (3.59) 

Les équations s’expriment comme :  

2

2
22

t
wwc

∂

∂
=∇           (3.60) 

3.3.2. Conditions initiales et aux frontières 
 

On a besoin d’exprimer deux conditions initiales et deux conditions aux frontières pour 

déterminer la solution du problème. 

 

On exprime les conditions initiales par le déplacement initial  )o,y,x(w)y,x(w o =

et la vitesse initiale ( ) ( )o,y,x
t
wy,xw o

∂
∂

=
°

. 

a) Si la membrane est fixée en des points  de la frontière, on a   . ii yx ( ) 0t,y,xw ii = 0t ≥

b) Si la membrane est libre de défléchir dans la direction z en des points  de la 

frontière, la force en z doit être nulle : 

jj y,x

( ) 0,, =
∂
∂ tyx

n
w

jjτ    où 0t ≥
n
w

∂
∂  représente la dérivée de w par rapport à la normale un 

point . jj y,x

3.3.3. Réponse vibratoire 
 

On pose : W (x, y, t) = W (x,y) T(t) = X(x) Y(y) T(t)      (3.61) 

L’équation du mouvement est : 

2
2 tan1 ω−==+=

°°°°°°

tecons
Y
Y

X
X

T
T

C
         (3.62) 

On pose :  
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2

X
X

α−=

°°

 est une constante         (3.63) 

2

Y
Y

β−=

°°

 est une constante         (3.64) 

Les équations s’expriment comme : 

( ) 0xX
dx

)x(Xd 2
2

2

=α+          (3.65) 

( ) 0yY
dy

)y(Yd 2
2

2

=β+           (3.66) 

( ) 0)( 22
2

2

=+ tTC
dt

tTd ω          (3.67) 

où  sont des constantes qui s’expriment comme :  22 et βα 222 ωαβ =+

On trouve : 

xsinCxcosC)x(X 21 α+α=         (3.68) 

ysinCycosC)y(Y 43 β+β=         (3.69) 

ycosxcosAysinxcosAycosxsinAysinxsinA)y(Y)x(X 4321 βα+βα+βα+βα=  (3.70) 

tsinBtcosA)t(T ω+ω=          (3.71) 

Les constantes A1, A2, A3, A4, A et B doivent êtres déterminées par les conditions 

initiales et aux frontières. 

3.3.4. Conditions aux frontières 
 
Considérons une membrane carrée de longueur unitaire encastrée de tous cotés. 
 

• Si x = 0 (encastrement), on obtient : 

( ) ( ) ( )

0AA
0ycosAysinA

0ycosAysinAyY0XtT

43

43

43

==⇒
=β+β⇒

=β+β=
 

ycosxsinAysinxsinA)y(Y)x(X 21 βα+βα=⇒  
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• Si , on obtient : 1xpour0w ==

∞=π=α
=α⇒≠⇒

=βα+βα

....,2,1nn
0sin0Asi

0ycossinAysinsinA

1

21

 

De façon similaire on trouve : 

• pour  1yà0w ==

∞=π=β ....,2,1mm  

 

2 nmCmn += πω

 

 

 

Les vecteurs prop

ymsinxnsin ππ   

 

 

SYS 855 Vibroacoustiq
Les valeurs propres sont : 

2   m,n = 1, 2,… ∞    (3.72) 

 

res sont : 

    (3.73) 

 

 

La réponse vibratoire d’une membrane encastrée de longueur unitaire est : 

( ) ( ){ }tCmnBtCmnAyntyxw mnmn
nm

πππ 2222

11
cossinsin,, +++= ∑∑

∞

=

∞

=

 (3.74) 

où Amn et Bmn sont déterminés par les conditions initiales. 
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3.4. LES VIBRATIONS DE PLAQUES MINCES 
 
 
Une plaque peut être considérée comme une poutre en deux dimensions. 
 
On suppose la déflection faible par rapport à l’épaisseur h. 
 
On suppose que le plan neutre ne se déforme pas durant la flexion. 
 
Les contraintes normales à la plaque sont supposées négligeables. 
 
La vibration libre de la plaque s’exprime comme : 

)1(12

),,(),,(

2

3

2

2
4

ν

ρ

−
=

∂
∂

=∇

hED

tyxw
t

tyxwD
       (3.75) 

où E est le module d’élasticité 
 ν est le coefficient de poisson 

 ρ est la masse surfacique 
 

L’opérateur 4

4

22

4

4

4
4

yyx
2

x
est

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

∇        (3.76) 

 

S

L’équation de mouvement libre est : 
 

2 2444 ∂∂∂∂
 ( ) ( ) ( ) ( tyxw
t

zyxw
y

tyxw
yx

tyxw
x

D ,,,,,,,,, 24224 ∂
=

∂
+

∂∂
+

∂
ρ )   (3.77) 

3.4.1. Conditions aux frontières 
• Pour une plaque encastrée, on a le déplacement et la rotation nuls: 

( ) ( ) 0t,y,x
n

et0t,y,xw =
∂
ω∂

=  le long de l’encastrement. 

• Pour une plaque simplement supportée de tous côté, on a la déflection et les 

moments nuls : 

0)t,y,x(w =  sur les côtés 
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( ) 0
x

t,y,x
2

2

=
∂

ω∂  pour x = 0, x =  1l

( ) 0
y

t,y,x
2

2

=
∂

ω∂  pour y = 0, y =  2l

 

3.4.2. Application pour une plaque rectangulaire appuyée sur ses bords 
 
 Les conditions aux limites sont définies par des déplacements nuls et des moments nuls. 
 

( )

( )

( ) 22

2

12

2

00,,

00,,

0,,

l

l

===
∂
∂

=

===
∂
∂

=

==

yàytyx
y
wEIMoment

xàxtyx
x
wEIMoment

partouttyxwdéflection

      (3.78) 

Les modes propres de la plaque sont : 
 

( ) y
b

nx
a

mwyxw mnmn
ππ sinsin, ⋅=         (3.79) 

 
Les pulsations propres de la plaque sont : 
 










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
=
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b
n

a
mD

mn
ππ

ρ
ω         (3.80) 

 
pour  n= 1,2,3,.. 
 m = 1,2,3,.. 
 
Exemple 1: 
 
Calculez le 1e mode d’une plaque en acier en flexion simplement supportée de tous bords dont la 
longueur est de 50 cm, la largeur est de 25 cm, l’épaisseur est de 5 mm. 
 
Réponse : 
D= 2289 
ρ = ρm* h = 7800 * 0.005 = 39 kg/m2 
ω11= 1512 rad/s = 240 Hz 
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3.4.3. Calculs simplifiés des résonances de plaques carrées ou circulaires 
Le ``Handbook of Shock and vibration`` de Harris permet de calculer les fréquences naturelles 
pour des plaques circulaires ou carrées en fonction des conditions d’appui. 
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3.4.4. Calculs simplifiés des résonances de plaques rectangulaires 
 
Une autre équation simplifiée pour calculer la 1e fréquence de résonance de plaques (m = n = 1, 
L=b) et pour d’autres types d’appuis est la suivante : 

2
4

4
2 λ

ρ

πω










=

hb

D           (3.81) 

où ( )2

3

112
hED

ν−
=  

où h : épaisseur (m) : On considère que b
20
1

<h . 

 : coefficient de Poisson ν
 λ : constante d’appui (voir tableaux suivants) 

ω : fréquence naturelle (rad/s) 
E : module d’Young (Pa) 
ρ : masse surfacique = ρm * h ( kg/m2) 

 
λ = 2 pour une plaque simplement appuyée. 
  
Cette équation est exacte pour des plaques carrées mais peut être appliquée pour des plaques 
rectangulaires en considérant b comme la plus grande longueur de la plaque (m). 
 
L’équation précédente peut être simplifiée en considérant les hypothèses suivantes :  
¾  ( )261025 smE

m
=ρ  (valable pour la plupart des matériaux ferreux). 

¾ ν  3.0=

Alors λ





= 22407

b
hf  (en Hz)       (3.82) 

 
Les tableaux suivants fournissent les valeurs de λ pour différentes conditions d’appui des 
plaques en fonction de h, b et L où L est défini comme le plus petit côté [références : Bruel and 
Kjaer, conception de fixtures].  
 
Exemple : 
Calculez le 1e mode d’une plaque en acier en flexion appuyée de tous bords dont la longueur est  
de 25 cm, l’épaisseur est de 5 mm, en utilisant la méthode de Harris. 
 
Réponse : 
B= 5.7 

( )24

2

1
7.5

νρ
ω

−
=

b
Eh

m

= 2420 rad/s = 385 Hz 
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Fig 3-8. Vibrations de plaques 

SYS 855 Vibroacoustique, Chapitre 3, Les vibrations des systèmes continus  3-27



 
Fig 3-9. Vibrations de plaques rectangulaires 
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Fig 3-10. Vibrations de plaques ( les dimensions sont en cm) 
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Exemple 
 
Calculez la 1efréquence de résonance d’une plaque carrée encastrée de tous bords dont 
l’épaisseur est de 6 mm et dont la longueur est de 210 mm. 
 
Réponse 
 
f = 1219 Hz 
 
Exemple : 
 
Calculez le 1e mode d’une plaque en acier en flexion encastrée de tous bords dont la longueur est  
de 20 cm, la largeur est de 10 cm, l’épaisseur est de 6 mm. 
 
Réponse :  
λ = 10 
f = 3610 Hz. 
 
 

3.5. EXERCICES CHAPITRE 3 
 

3-1. Calculez les coefficients cn et dn d’un câble de longueur, soumis à une vitesse initiale 
nulle et un déplacement initial W(L/2,0)=1. 

 
Réponse de l’exercice 3.1: 
cn = o 
 

( )
impairnsin

n
dn 






 Π

=
2

sin8
2π

 
3-2. Calculez analytiquement les fréquences naturelles d’une poutre sur 2 appuis simples, 

en supposant comme conditions initiales, des vitesses nulles et une déformation de la 
forme : 

 

( ) ( )
l

xxw π2sin0, =

Vérifiez vos résultats à l’aide du logiciel poutreflexion. 
 
Réponse de l’exercice 3.2 
 

A
EI

l
n

n ρ
πω

2







=
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